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Sumario  
 
La siguiente tesina tiene como objetivo principal la comparación del cálculo de 
estructuras articuladas mediante la teoría de primer orden respecto a la de segundo 
orden. 
  
El trabajo consiste en explicar cada uno de los comportamientos de una forma teórica, 
identificando las variables que intervienen y los posibles métodos de solución. Una vez 
identificadas las variables y su iteración, se implementan dichas operaciones en la 
interfase Artic dentro del programa GiD, que se usará para estudiar el comportamiento 
estructural de las estructuras articuladas y para la obtención de unos resultados para 
cada una de las hipótesis.  
 
Las estructuras articuladas analizadas son una grúa torre y una estructura sencilla 
compuesta por dos barras inclinadas. Con ellas se podrá valorar los dos tipos de 
comportamientos con sus respectivas respuestas para poder tomar unas decisiones a la 
hora de adoptar una hipótesis u otra como herramienta de cálculo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sumary 
 
The main goal of this thesis is the comparison among calculations of articulated 
structures through the first order theory with the second order theory. 
 
The project explains each of the different performances in a theoretical way, identifying 
the variables and the different answering methods. Once we have identified the 
variables and their iteration, we will implement those operations in the Artic interface 
within GiD program, which we will use to study the structural performance of 
articulated structures in order to get specific results for each hypothesis. 
 
The articulated structures analyzed are a tower crane and a straightforward structured 
composed of two slope bars. With them, we will be able to assess the two different 
performances with their own results. Thus, we will be able to take a decision about 
which hypothesis we take as a calculation tool. 
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1 INTRODUCCIÓN 
     
La mayoría de los problemas de análisis estructural que se encuentran en ingeniería se 
analizan considerando que la estructura tiene un comportamiento lineal, es decir    
donde se cumple que entre causas y efectos existe una relación lineal. Para el 
cumplimiento de estas premisas debe verificarse que el material es elástico lineal y los 
desplazamientos de la estructura son pequeños. Cuando no se cumple algunas de estas 
premisas el comportamiento de la estructura es no lineal. 
     
La no linealidad se puede deber solamente a que el material no es lineal, si es así, 
estamos en el caso de no linealidad del física. Si en cambio la no linealidad se debe a 
que los desplazamientos en la estructura no son pequeños, estamos en el caso de no 
linealidad geométrica. En el presente trabajo se abordará el segundo caso, en el que los 
desplazamientos de la estructura no son pequeños. 
 
En el trabajo se explica por separado el comportamiento lineal y el comportamiento no 
lineal y posteriormente  se analizan las diferencias obtenidas mediante las dos hipótesis 
en dos casos prácticos de cálculo de estructuras articuladas.  
     
 
1.1 Objetivo 
 
• Comparar el cálculo de primer orden con el de segundo orden en una estructura 
articulada. 
    
 
1.2 Objetivos específicos 
 
• Estudiar el comportamiento no lineal de estructuras articuladas. 
• Cálculo no lineal de estructuras articuladas mediante un programa 
computacional. 
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2 ESTUDIO TEÓRICO  
     
En el presente capítulo se describe en un primer lugar el cálculo lineal de estructuras 
articuladas. Posteriormente se presenta una descripción de la teoría de segundo orden, 
teniendo en cuenta que representa la respuesta no lineal y presentando el método de 
Newton-Raphson como  posible procedimiento de resolución. 
 
2.1 Antecedentes 
     
La elasticidad lineal, iniciada por R. Hooke, ha sido tan ampliamente utilizada que sus 
limitaciones y deficiencias son a menudo olvidadas. Un ejemplo se puede producir en el 
colapso de estructuras, en el que no suele coincidir la aparición de la primera grieta y la 
pérdida de la linealidad, demostrando que la teoría lineal es muy conservadora en ciertas 
situaciones y en otras insuficiente. 
     
El interés sobre el análisis no lineal ha estado creciendo desde 1970 pero sigue siendo 
un campo para unos pocos especialistas seleccionados debido a la complejidad y a los 
costes implicados. La dificultad consiste en definir los fenómenos que deben ser 
incluidos en el análisis (respuesta estática o dinámica; carga a corto o largo plazo; 
imperfecciones; tensiones residuales; etc.). 
 
A pesar de ello se está avanzando en el análisis no lineal mediante la simulación 
computacional, que está sustituyendo progresivamente los diseños tradicionales y la 
validación experimental de prototipos. El análisis no lineal computacional (que 
representa la forma más avanzada de análisis estructural) cubre el proceso de carga 
completo, del estado inicial "libre de tensión", el comportamiento débil no lineal bajo 
carga de servicio, hasta el comportamiento fuertemente no lineal que conduce al 
derrumbamiento estructural. 
 
Cabe destacar que el análisis no lineal es y continuará siendo en las décadas próximas 
un campo activo de investigación e innovación. 
     
 
2.2 Cálculo lineal de estructuras articuladas (primer orden). Método de rigidez. 
 
2.2.1 Bases de cálculo 
 
El método de rigidez no es sino una formulación sistemática del método de equilibrio, y 
como tal, se basa en los tres principios fundamentales de la mecánica de estructuras: 
 
• Compatibilidad. La deformación es una función continua y tiene un valor único 
en cada punto. En consecuencia, los movimientos también lo son y, en 
particular, los movimientos en los extremos de las piezas que concurren en un 
mismo nudo son idénticos para todas las piezas. 
 
• Equilibrio. Tanto la estructura globalmente como cada pate de la misma y, en 
particular, cada nudo y cada pieza de la misma están en equilibrio estático bajo 
la acción de las fuerzas exteriores y los esfuerzos  internos. 
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• Linealidad y principio de superposición. La estructura se comporta linealmente 
tanto a nivel local (relación tensión-deformación, según la Ley de Hooke), como 
a nivel global (relaciones desplazamiento-deformación y fuerzas-tensiones, 
según la hipótesis de pequeños movimientos). En virtud de esta linealidad es 
válido el principio de superposición. 
 
2.2.2 Explicación del método 
     
Tal como se ha dicho anteriormente al tener presente un caso lineal existe una relación 
lineal entre causas y efectos, y por lo tanto, se puede escribir la siguiente ecuación de 
equilibrio: 
   =  ∙                                                      (2.1) 
     
Donde:      es el vector fuerzas. 
                 
 es la matriz de rigidez.     
                 
 es el vector desplazamientos. 
     
 
En primer lugar hay que hallar la matriz de rigidez de cada una de las barras que 
componen la estructura, referidas a unas coordenadas locales propias de cada barra. 
Posteriormente todas estas matrices se refieren a unas coordenadas globales para 
finalizar agrupándolas en la matriz de rigidez global de la estructura mediante un 
procedimiento llamado ensamblaje. Finalmente se emplea la ecuación (2.1) y se aplican 
unas condiciones de contorno para simplificar el cálculo de los desplazamientos en cada 
uno de los nudos. 
     
2.2.3 Sistema de ejes coordenados 
     
En una estructura se utiliza un sistema de ejes globales XG, YG para toda la estructura y 
un sistema de ejes locales XL, YL para cada barra. Tanto en un sistema como en el otro el 
eje Y se obtiene girando 90° el eje X en sentido sinextrorsum (a izquierdas). 
 
 
 
     
Figura 1. Ejes locales y globales de una estructura. 
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En el sistema de ejes locales el eje X coincide con la directriz de la barra y su sentido de 
avance desde el extremo que se considera origen hasta el extremo final. 
     
En el sistema de ejes globales de la estructura se refieren las coordenadas de sus nudos, 
sus desplazamientos y las fuerzas externas que actúan sobre los nudos. 
     
 
2.2.4 Vectores de fuerzas y desplazamientos de un nudo articulado 
 
 
                                          
 
Figura 2. Desplazamientos de un nudo.         Figura 3. Fuerzas externas sobre un nudo. 
 
Los nudos de una estructura articulada experimentan desplazamientos y están sometidos 
a fuerzas externas.  
 
Un nudo articulado i puede experimentar un desplazamiento horizontal 	
 y un 
desplazamiento vertical 	. El sentido positivo de cada uno de los desplazamientos lo 
muestra la figura 2. Los desplazamientos del nudo se representan en coordenadas 
globales por el vector 	, definido por: 
     
                                                  
	 =   	
	                                                      (2.2) 
 
Además se ha comentado que un nudo articulado i puede sufrir fuerzas externas. El 
sentido positivo de dichas fuerzas lo muestra la figura 3. Dichas fuerzas se representan 
en coordenadas globales por el vector  , definido por: 
 
 
                                                            
 = 
                                                      (2.3) 
 
2.2.5 Matriz de rigidez local de una barra 
     
En un primer lugar para determinar los elementos de la matriz de rigidez local de una 
barra, se provocan aisladamente desplazamientos unitarios y se calculan las 
solicitaciones que originan, que son precisamente los coeficientes de rigidez Kij. En el 
caso de una barra articulada únicamente se tienen desplazamientos dirigidos 
longitudinalmente y se puede obtener la rigidez de dicha barra mediante las siguientes 
expresiones. 
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Sabiendo por la ley de Hooke que: 
 
                                                               =  ∙                                                         (2.4) 
 
Además de que: 
 
                                                                 =                                                             (2.5) 
    
                                                                 =                                                              (2.6) 
Se obtiene que:           
 
                                                             =  ∙ 	                                                        (2.7) 
 
Donde: 
 
                                                               =                                                              (2.8)  
 
 
Si se aplica un desplazamiento unitario en el extremo izquierdo de una barra 1-2, tal y 
como se expresa en la figura 4 mostrada a continuación, se obtiene: 
  =    
 
Por el principio de acción y reacción: 
  = −    
 
 
 
Figura 4. Desplazamiento unitario en el nudo 1. 
 
 
Sea ahora la misma barra pero sometida al desplazamiento unitario en el extremo 
derecho, tal y como se muestra en la figura 5, se obtiene: 
 
  = −               =   
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Figura 5. Desplazamiento unitario en el nudo 2. 
 
 
Finalmente se halla una matriz de rigidez particular para cada combinación posible entre 
cada uno de los dos nudos (11,12, 21 y 22) que juntadas todas ellas en una matriz local 
de la barra 1-2 presenta el siguiente aspecto: 
     
     
                                                  
 =                                           (2.9) 
 
Donde cada submatriz tiene el siguiente aspecto:               
           
 
 =  00 0        = −
 00 0 
                                                                           (2.10) 
 = −  00 0        = 
 00 0 
 
 
Donde el subíndice superior de cada submatriz indica la barra en la que se encuentra y 
el subíndice inferior los nudos de inicio y final respectivamente. 
 
Finalmente la matriz de rigidez de una barra presenta el siguiente aspecto: 
 
                                                                                        =  
  
!    00     0    −
  0       0  0−  00 0        
  0       0  0"#
##
$
                                     (2.11) 
 
 
2.2.6 Matriz de rigidez global de una barra aislada 
 
  
Hasta ahora, todas las consideraciones de equilibrio de cada barra se han referido a los 
ejes locales, cuya definición se ha tenido ocasión de detallar en el apartado 2.2.3. No 
obstante, en una estructura, es corriente la coexistencia de diversos sistemas locales de 
referencia, uno para cada barra, los cuales hacen inviable cualquier tipo de relación. 
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Para poder establecer una relación entre todas las barras se realiza una transformación 
de referencias que permite obtener cada barra referenciada a un sistema global. Dicha 
transformación se realiza mediante una matriz de transformación hallada a 
continuación.  
 
Sea α el ángulo que forman los ejes locales con los ejes globales. La transformación de 
un vector  %, de componentes (%
  , % ) expresado en el sistema local en el 
correspondiente vector  %, de componentes (%
,, % ), expresado en el sistema global, 
es: 
 
 
                                                  %
%  = )*+, ∝ −,./ ∝,./ ∝    *+, ∝0 ∙ )%
,% 0                              (2.12) 
 
 
 
 
Figura 6. Transformación de sistema de referencia. 
 
 
 
En forma compacta, la expresión anterior queda: 
 
                                                          
% = 1 ∙ %                                              (2.13) 
 
 
Donde 1 se denomina matriz de transformación y permite expresar un vector definido 
en ejes particulares según referencias globales. 
 
Su forma inversa expresa: 
 % = 12 ∙ %                                             (2.14) 
 
Los vectores  y  pueden también expresarse en coordenadas a locales mediante el 
simple producto demostrado anteriormente: 
  = 1 ∙ 	           = 1 ∙                            (2.15) 
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De este modo, la ecuación de equilibrio a nivel de barra en ejes loca les queda: 
  =  ∙ 	                                           (2.16) 
 
 
Al aplicarle la transformación de ejes deducida anteriormente, puede expresarse de la 
forma: 
  ∙ 12 ∙ 	 = 12 ∙                                 (2.17) 
 
Esto es: 
 1 ∙  ∙ 12 ∙ 	 =                                   (2.18) 
 
 
De esta expresión, y por la similitud con la expresión (2.16), se escribe la expresión que 
permite cambiar la matriz de ejes locales a globales: 
 
 
                                                         
 = 1 ∙  ∙ 12                                    (2.19)                                 
 
 
La expresión (2.19) se puede aplicar a cada submatriz de la (2.10) para obtener cada 
submatriz en coordenadas globales:     
 
  = 1 ∙  ∙ 12             = 1 ∙  ∙ 12 
   (2.20)                                                                                                                            
                   
 = 1 ∙  ∙ 12             = 1 ∙  ∙ 12 
 
 
Obteniendo la matriz global de la barra: 
 
                                               =                                            (2.21) 
 
 
Cabe destacar que en el caso de que una barra los ejes locales y globales coincidan las 
matrices de rigidez de dicha barra coinciden y por lo tanto:  
 
  =  de la propia barra. 
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2.2.7 Ensamblaje de la matriz global de una estructura 
     
 
Una vez halladas las matrices globales de cada barra se debe buscar la matriz global de 
la estructura mediante un ensamblaje. Para sumar las submatrices globales de cada barra 
que determinan la matriz de rigidez completa 3  de una estructura de n nudos se 
construye una retícula de n×n cuadrículas (figura 7). A continuación se procede al 
ensamblaje de las subamatrices de cada barra efectuando las siguientes operaciones: 
 
     
    - Colocación de las 4 submatrices de la barra ij en la cuadrícula correspondiente: 
     
                      455567  en la fila i columna i 
                      456567  en la fila i columna j 
                      465567  en la fila j columna i 
                      466567  en la fila j columna j 
 
Esta operación se realiza para cada una de las barras de la estructura. Al finalizar dicho 
proceso se puede comprobar que únicamente se producen sumas de submatrices en la 
diagonal principal, y que las submatrices nulas son aquellas cuyos subíndices inferiores 
corresponden a dos nudos no contiguos de la estructura. 
 
 
 
 
Figura 7. Retícula para el ensamblaje. 
 
 
 
Al realizar todas estas operaciones en la estructura de la figura 8 se ensamblan las 
submatrices globales de sus barras y se obtiene la matriz de rigidez completa de la 
estructura, es una matriz cuadrada de orden 6 (número  de nudos×2) cuyo esquema es: 
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Figura 8. Estructura articulada.     
 
                                                                                                                             
3 = 8
 + :  ::  + : :::: :: ::: + ::: ;            (2.22) 
 
 
 
2.2.8 Aplicación de las condiciones de contorno 
     
Finalmente una vez encontrados los vectores fuerzas y desplazamientos y la matriz 
global de la estructura se puede aplicar la expresión: 
     = 3 ∙ 	                                          (2.23) 
Siendo:                  
 
•   el vector de las fuerzas externas que actúan sobre los nudos, en 
coordenadas globales. 
• 	 el vector de desplazamiento de los nudos, referido también a coordenadas 
globales. 
• 3  la matriz de rigidez completa de la estructura. Se obtiene de ensamblar las 
cuatro matrices de rigidez de las barras en coordenadas globales. 
     
En la expresión (2.23) los movimientos que aparecen impedidos permiten eliminar la 
fila y la columna correspondiente para facilitar su cálculo. 
     
Finalmente una vez aplicadas las condiciones de contorno podemos calcular los 
desplazamientos de cada nudo (objetivo del cálculo matricial). 
     
 
2.2.9 Flujo de cálculo 
     
En este apartado se va a sintetizar los pasos a seguir para calcular los desplazamientos 
de una estructura articulada. 
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1) Numeración de los nudos. 
2) Definir los ejes locales de las barras XL, YL. 
3) Calcular las matrices locales  de cada barra. 
4) Pasar las matrices locales 4567de cada barra a matrices globales de cada barra 4567. 
5) Ensamblaje para obtener la matriz global de la estructura 3 . 
6) Calcular los vectores de fuerzas de desplazamientos 	 y fuerzas   
referidos a los ejes globales. 
7) Resolución del sistema  = 3 ∙ 	. 
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2.3 Cálculo no lineal de estructuras articuladas (segundo orden) 
     
2.3.1  Teoría de segundo orden para estructuras articuladas    
 
En el comportamiento  lineal las estructuras articuladas se calculan con la expresión 
mostrada anteriormente.                                                                                                                                                                                =  ∙ 	                                              (2.24) 
 
 Donde                                                   
                                                              
 = <                                                      (2.25) 
 
En el valor de la rigidez de la barra se puede observar que se tiene en cuenta la 
únicamente longitud inicial de la barra. 
 
En cambio en el caso no lineal el problema radica en que la  depende de δ y por lo 
tanto no tiene una solución tan directa como en el caso lineal. En el caso no lineal la 
expresión que se obtiene es la siguiente: 
 
 
   
 = (	) ∙ 	                                        (2.26) 
 
Donde                                          
                                                           
(	) = <=                                                (2.27) 
 
 
En el caso no lineal se puede observar que se tiene en cuenta la longitud real de la barra 
o sea la longitud inicial de la barra más su alargamiento δ. 
 
 
2.3.2 Método de Newton-Raphson o de la matriz tangente 
 
Un problema de la mecánica de sólidos, es no lineal cuando la relación de la acción-
respuesta no es proporcional. Dicho ejemplo se puede mostrar en una gráfica fuerza 
aplicada F - desplazamiento δ de una estructura como la mostrada en la figura 9. 
     
 
 
Figura 9. Esquema de la respuesta no lineal. 
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Se puede ver claramente que debido a la fuerza aplicada (acción) se produce un cierto 
desplazamiento (respuesta) y el esquema de respuesta presenta la forma no lineal. La 
pendiente del diagrama de respuesta es la rigidez y representa la acción de respuesta en 
cada estado de equilibrio. La rigidez deja de ser constante y se habla de rigidez 
tangente. Se puede ver como varia a medida que la pendiente de la trayectoria de 
equilibro cambia. Del primer tramo se tiene rigidez constante, luego decrece, para 
aumentar en la rama final. 
 
Una vez expuesta la problemática del cálculo no lineal, se procede a explicar un método 
para poder resolverla llamado Newton-Raphson (cabe destacar que hay diversos 
métodos de resolución para cálculo no lineal). Dicho método se basa en la siguiente 
expresión: 
 (	) ∙ 	 −  = >(	)                                     (2.28) 
 
 
Donde >(	) es el vector de fuerzas residuales, cuyo valor puede observarse en la 
figura 10 mostrada a continuación. 
 
La solución de dicho método se encuentra cuando >(	) = 0 
 
Si la solución al problema no lineal existe para un valor del vector de incógnitas          	? + ∆	?=, en el proceso de aproximación Newton-Raphson siempre podrá 
expresarse la solución mediante una serie de Taylor contemplada hasta su segundo 
término, de la forma: 
 
                                    
>(	 + ∆	) = >(	) + AB()A ∙ ∆	 = 0                         (2.29) 
 
Que también podrá escribirse: 
 
                                                     
2(	) ∙ ∆	 = >(	)                                      (2.30) 
 
 
Donde 2(	) es la matriz de rigidez tangente que se puede expresar como: 
 
  
2(	) = − AB()A = −	 CDEFGE(E)∙EA H = −(	) + (<=E)I ∙ 	 = −  +         
                        
                                                                                                                                    (2.31) 
 
Cabe destacar que el aplicación del método de Newton-Raphson conlleva una gran 
carga operacional, por cuanto en cada iteración deberá determinarse la matriz de rigidez 
de la estructura 2 y ello, en la mayoría de ocasiones, representa gran parte del tiempo 
que se invierte en la resolución de los problemas estructurales. 
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Figura 10. Método de Newton-Raphson. 
 
 
Finalmente se presentan los pasos a seguir para la resolución del problema de segundo 
orden mediante el método de Newton-Raphson. 
 
1) Determinación de la ecuación de equilibrio inicial, en la que los términos de la 
matriz 2(	) se obtienen considerando los esfuerzos axiles nulos en las barras 
y la longitud inicial de la barra. 
2) Inversión de la ecuación de equilibrio y determinación del vector incógnitas 	. 
3) Obtención de las leyes de distribución de los esfuerzos axiles en las barras, a 
partir del valor de las incógnitas del problema. 
4) Determinación de la nueva ecuación de equilibrio del sistema, su matriz de 
rigidez 2(	), considerando los esfuerzos  axiles determinados en el paso 
anterior y que la longitud que se ha de tener en cuenta es la suma de la longitud 
inicial más el desplazamiento. 
5) Inversión de la nueva ecuación de equilibrio y obtención de corrimientos 	. 
6) Chequeo de la convergencia hacia la solución, según las directrices que se 
establecen en el siguiente apartado. Si el nuevo vector de incógnitas no goza de 
la condición de convergencia considerada de antemano, el proceso continúa a 
partir del paso 3. 
7) Determinación de las distribuciones de esfuerzo de las barras y presentación de 
resultados. 
 
 
3.2.3 Criterios de convergencia 
 
Para saber el momento en el que se puede finalizar el proceso iterativo, y por la tanto se 
puede decir que la solución converge, se pueden presentar dos criterios: 
 
1) Cuando el residuo de la ecuación de equilibrio >(	) es menor a una cierta 
tolerancia definida por el usuario. 
2) Cuando el alargamiento de la barra ∆	 es menor a una cierta tolerancia definida 
por el usuario. 
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3 ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS ARTICULADAS 
 
Una vez explicado el marco teórico del trabajo, se aplicará dicha teoría en diferentes 
casos prácticos para poder diferenciar el cálculo de primer orden respecto al de segundo 
orden y poder comparar los resultados obtenidos. 
 
A continuación se explica el funcionamiento del programa utilizado y se muestran los 
diferentes casos analizados. 
 
 
3.1 Programa utilizado: GiD              
 
El programa utilizado para resolver los diferentes casos es el pre-procesador GiD 
utilizando el interfaz de usuario Artic diseñado específicamente para trabajar con barras 
articuladas. 
 
El uso de esta interfaz permite ejecutar un cálculo matricial una vez definidos los 
parámetros del análisis que se presenta a continuación de acuerdo con los siguientes 
pasos: 
         
1) Definir el tipo de problema: Se debe definir el tipo de problema utilizado. Tal 
como se ha dicho se utiliza el tipo de problema Artic, específico para resolución 
de estructuras articuladas. En el programa se deben seguir los siguientes pasos: 
Datos → Tipo de problema → Artic. 
 
 
 
 
Figura 11. Pasos a seguir para la definición del tipo de problema. 
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2) Definición de la geometría: Es posible crear o importar la geometría CAD 
mediante un archivo DXF que define el sistema estructural de barras articuladas 
para ser posteriormente analizado. En el programa se deben seguir los siguientes 
pasos: Archivo → Importar → DXF. 
 
 
 
 
Figura 12. Pasos a seguir para la definición de la geometría. 
 
3) Materiales: Se debe definir el material de cada una de las barras de la estructura 
mediante la introducción de su área, densidad, módulo de Young y coeficiente 
de Poisson. En nuestro caso el único valor que presenta variaciones es el área ya 
que el resto de valores se mantienen constantes (son valores comunes para el 
acero). En el programa se deben seguir los siguientes pasos: Datos → Materiales. 
 
 
 
 
Figura 13. Pasos a seguir para la definición de los materiales. 
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4) Condiciones: El usuario debe asignar las cargas correspondientes (Point-Load) y 
las condiciones de contorno (Point-Constraints). En el programa se deben seguir 
los siguientes pasos: Datos → Condiciones. 
 
 
 
 
Figura 14. Pasos a seguir para la definición de las condiciones. 
 
 
5) Malla: Una vez se ha definido el tipo de problema, geometría, materiales y 
condiciones se debe generar una malla de elementos finitos. En el programa se 
deben seguir los siguientes pasos: Malla → Generar malla. 
 
   
 
 
Figura 15. Pasos a seguir para la generación de la malla. 
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6) Calcular: Una vez generada la malla el programa debe calcular la estructura. 
 
 
 
 
Figura 16. Paso a seguir para realizar el cálculo. 
 
 
 
7) Post-procesamiento: Los resultados a ser analizados deben ser importados a la 
ventana en el proceso posterior para ser analizados.  
 
 
 
 
Figura 17. Paso a seguir para realizar el post-procesamiento. 
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8) Ver resultados: Una vez calculada la estructura se pueden ver los 
desplazamientos, axiles, gráficas, etc. 
 
 
 
 
Figura 18. Posibles opciones para ver los resultados obtenidos. 
 
 
 
Para la convergencia del problema con el código Artic, se consideran los siguientes 
aspectos de solución: 
 
      Para el primer orden: 
 
• El problema de cinemática definido es el de pequeños desplazamientos (SMALL 
STRAIN). 
• Se aplica el método de la rigidez para solucionar el cálculo de la estructura, 
definido en el capítulo 2. 
 
 
      Para el segundo orden: 
 
• El problema de cinemática definido es el de grandes desplazamientos (LARGE 
STRAIN).  
• El algoritmo que se aplica para la solución del sistema de ecuaciones no lineales 
es el de Newton-Raphson, definido en el capítulo 2. 
• Se va incrementando la carga total en 10 pasos.  
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3.2 Casos de estructuras articuladas. 
 
3.2.1 Estructura articulada de dos barras 
 
La estructura propuesta para su estudio presenta la geometría mostrada en la figura 19.  
El área de sus barras es de 6,91 cm2.  
 
 
 
 
Figura 19. Geometría estructura articulada. 
 
 
3.2.1.1 Resultados obtenidos y análisis de la estructura articulada de dos barras 
 
En este caso se analizará la evolución del desplazamiento del nudo en el cual está 
aplicada la carga (nudo 2) en función del valor de dicha fuerza mediante las dos teorías 
explicadas. El gráfico obtenido es el siguiente: 
 
 
 
 
Figura 20. Trayectorias de equilibrio. 
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Se ve claramente la diferencia entre ambos casos, en la que para la teoría no lineal para 
un mismo valor de carga se obtiene un mayor desplazamiento. Importante es señalar que 
en el análisis no lineal se van calculando las tensiones sobre la estructura deformada, 
caso contrario a la teoría lineal, ya que esta considera la estructura en su configuración 
original.   
 
 
También se puede obtener el valor de la evolución del axil en el nudo 2 aplicando una 
fuerza de 300 KN. El gráfico obtenido es: 
 
 
 
Figura 21. Evolución del axil mediante las dos teorías. 
 
 
Sabiendo que la línea roja representa la evolución del axil con la teoría de primer orden 
y la línea verde la evolución del axil con la teoría de segundo orden, se puede afirmar 
que una vez finalizado el proceso de carga mediante la teoría de segundo orden se 
obtiene un mayor axil en el nudo 2 que con la teoría de primer orden.  
 
Y teniendo en cuenta que   =  ∙ K se puede concluir que si se tiene un axil mayor se 
tiene una tensión mayor (si se mantiene el área constante) y que por lo tanto en ciertos 
casos de estructuras puede pasar que con la teoría de segundo orden sobrepase la tensión 
admisible para la que está diseñada la estructura y con la teoría de primer orden no la 
sobrepase. Dicha afirmación demuestra que antes de diseñar la estructura se debe tener 
presente las dos teorías. 
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3.2.2 Grúa torre. 
 
En este caso se va analizar una grúa torre con un contrapeso de 30000 N y una carga en 
punta de 10000 N. El área del material escogido es de 6,91 cm2. 
 
 
           
 
     Figura 22. Geometría de la grúa torre.             Figura 23. Condiciones de contorno. 
 
 
3.2.2.1 Resultados obtenidos y análisis de la grúa torre. 
 
A continuación una vez realizado el post proceso se obtienen los resultados de los 
desplazamientos con su deformada (amplificada con un factor 5) para el cálculo de 
primer orden y segundo orden respectivamente.  
 
 
 
 
Figura 24. Desplazamientos y deformada con el cálculo de primer orden. 
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Figura 25. Desplazamientos y deformada con el cálculo de segundo orden. 
 
 
 
Se puede observar, tal como se esperaba, que los desplazamientos con la teoría de 
primer orden son menores que con la teoría de segundo orden. Asimismo se aprecia que 
en ambos casos la parte inferior de la torre no tiene desplazamientos. También se puede 
observar como las cargas de contrapeso y la carga en punta se compensan y hacen que 
la grúa no suba ni baje en ninguno de los dos extremos. 
 
 
 
Para ver de una forma más clara la diferencia de valores en los desplazamientos para 
cada una de la hipótesis, a continuación en la figura 26, se muestra una gráfica de la 
evolución de dichos desplazamientos a lo largo del proceso de carga en el nudo 136 
(nudo situado en el punto el que está situada la carga en punta). En la gráfica mediante 
la línea roja se representa la evolución del desplazamiento con la teoría de primer orden 
y mediante la línea verde la evolución del desplazamiento con la teoría de segundo 
orden.  
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Figura 26. Evolución de los desplazamientos en el nudo 136 mediante las dos teorías. 
 
 
En el gráfico se puede ver muy claramente las diferencias entre las dos hipótesis. En un 
primer lugar se puede observar la curva que genera el análisis no lineal y la recta que 
genera el análisis lineal. También como se ha visto anteriormente el análisis no lineal 
presenta unos mayores desplazamientos. 
 
 
Además para ver las diferencias obtenidas con los dos análisis se muestra a 
continuación en la figura 27 una gráfica comparativa de la evolución que presenta el 
axil en el nudo 136 (nudo situado en el punto el que está situada la carga en punta). En 
la gráfica mediante la línea roja se representa la evolución del axil con la teoría de 
primer orden y mediante la línea verde la evolución del axil con la teoría de segundo 
orden.  
 
 
 
Figura 27. Evolución del axil en el nudo 136 mediante las dos teorías. 
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De la misma forma que en el caso de la estructura articulada con dos barras inclinadas 
se puede concluir que con la hipótesis de segundo orden  el axil es mayor una vez 
finalizado el proceso de carga. 
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4 CONCLUSIONES 
 
Con el desarrollo del trabajo presentado en este documento, se puede concluir lo 
siguiente: 
 
Se han identificado las variables que participan en el comportamiento no lineal de una 
estructura articulada. Además de conocer la relación entre las variables participantes.  
 
La implementación del comportamiento no lineal en las rutinas de la interfase Artic, se 
ha realizado de forma satisfactoria, por lo tanto es posible estudiar estructuras 
articuladas más complejas, presentes en el campo de la ingeniería, considerando el 
efecto de grandes desplazamientos. 
 
En el estudio de estructuras articuladas presentado en el capítulo 3, se ha verificado que 
los desplazamientos son mayores mediante la teoría de segundo orden. Además para un 
mismo nudo se obtiene un mayor axil y por lo tanto una mayor tensión mediante la 
teoría de segundo orden. Dichos factores hacen reflexionar que analizando la estructura 
mediante una teoría u otra puede ser que el valor de la tensión obtenida esté dentro la 
tensión admisible o no. 
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